
Mécanique analytique MATH-F-204

I : Dérivées et intégrales

Exercice 1 Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

1

cos(x1/3) + tan ln(1 + x2)
, argsh sinx , ln ln ln lnx ,

cos3 x− 1

ln sinx+ x3 − 2
, xsinx ,

ˆ sinx

cosx

f(t, x) dt .

Exercice 2

1) Calculer f(x)− ln
∣∣x+

√
x2 − 1

∣∣, où

f(x) =

{
argchx si x > 1

− argch(−x) si x < −1 .

2) Calculer f(x)− 1
2

ln
∣∣1+x
1−x

∣∣, où

f(x) =

{
argthx si −1 < x < 1

argth 1
x

si |x| > 1 .

Exercice 3 Donner une primitive des fonctions usuelles suivantes :

xα pour α ∈ R , ex , cosx , sinx ,
1

cos2 x
,

1√
1− x2

, chx , shx ,
1

ch2 x
,

1√
1 + x2

,
1√

x2 − 1
,

1

1− x2
·

Exercice 4 Calculer une primitive des fonctions suivantes :

x2
√
x2 − 1 ,

1

sinx
,

1

cosx
,

1

chx
,

1

shx
·

1



Exercice 5 Pour tout n ∈ N, on introduit les intégrales de Wallis

In =

ˆ π/2

0

sinn x dx , Jn =

ˆ π/2

0

cosn x dx .

1) Montrer que In = n−1
n
In−2.

2) En déduire une formule explicite pour In (on distinguera les cas n pair et

impair).

3) Sans utiliser le résultat de la question précédente, montrer de manière élémen-

taire que

lim
n→∞

In+1

In
= 1 .

4) Déduire des deux questions précédentes que

lim
n→∞

22n(n!)2√
n(2n)!

=
√
π .

5) Conclure que

In ∼
n→∞

√
π

2n
·

Exercice 6 Soit Fn,k la primitive de 1
(xk+1)n

qui s’annule en zéro. Trouver une rela-

tion de récurrence reliant Fn+1,k et Fn,k. Appliquer ce résultat au calcul de
ˆ ∞
0

dx

(x3 + 1)3
.

Exercice 7

1) Rappeler la méthode générale permettant de calculer la primitive d’une fraction

rationnelle R(x) quelconque.

2) Soit R(x, y) une fraction rationnelle. Montrer que le changement de variable

t = tan x
2

permet de calculer la primitive de R(cosx, sinx) si on sait calculer

la primitive d’une fraction rationnelle. [Noter que parfois il est possible de

simplifier le calcul en posant simplement t = cosx, ou t = sinx, ou t = tanx ;

ces changements de variable fonctionnent lorsque R(cosx, sinx)dx est invariant

sous les changements respectifs x 7→ −x, x 7→ π − x, x 7→ π + x.]

Montrer qu’une méthode similaire permet de trouver la primitive deR(chx, shx).

3) Calculer une primitive des fonctions suivantes :

1 + cos x
3

sin x
2

,
1

(2− chx)2
·
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Exercice 8

1) Calculer une primitive des fonctions suivantes :

x− 1

x+ 1

1√
−x2 + 4x+ 5

,
x2√

9 + 4x2
,

1√
th2 x+ thx+ 1

·

2) Calculer ˆ 1

0

x
( x

1− x

)1/3
dx ,

ˆ 1

0

1(
x3(1− x)

)1/4 dx .
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